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Re´sume´ :
Le travail pre´sente´ concerne la re´duction de vibration de structures e´quipe´es de dispositifs piezo-
e´lectriques passifs. Si la re´duction de l’amplitude vibratoire peut eˆtre importante pour les valeurs opti-
males des parame`tres, la variation d’un parame`tre ge´ome´trique, comme la position, autour de sa valeur
optimale peut de´grader de fac¸on significative l’importance de l’atte´nuation. Il s’agit donc d’e´tudier l’in-
fluence de la variation ale´atoire des parame`tres sur l’amplitude de la re´ponse de la structure en vue
de caracte´riser et d’ame´liorer la robustesse du dispositif amortissant.
Abstract :
The work presented thereafter deals with vibrations reduction of structures equipped with passive piezo-
electrical devices. Although the reduction of vibration amplitude can be important for optimal values of
parameters, a variation of a geometrical parameter as the position around its optimal value can degrade
significantly the importance of the attenuation. The main purpose is though to study the influence of
random variation of parameters on response amplitude of the structure, and then to caracterize and
ameliorate the robustness of the damping device.
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1 Introduction
Les mate´riaux pie´zo-e´lectriques sont utilise´s dans de nombreux domaines d’application, dont la me´canique
des structures. Dans le cadre de la re´duction des vibrations, on e´quipe la structure concerne´e avec des
e´le´ments pie´zo-e´lectriques aux bornes desquelles on installe un circuit e´lectrique passif, commune´ment
appele´  shunt . On e´tudie ici le cas d’un circuit compose´ d’une re´sistance e´lectrique et d’une induc-
tance, qui forment avec la capacite´ de l’e´le´ment pie´zoe´lectrique un circuit RLC re´sonant. La re´duction
optimale des vibrations s’obtient a` l’issue de deux e´tapes d’optimisation. La premie`re e´tape consiste a`
de´terminer la ge´ome´trie et la position optimales des e´le´ments pie´zo-e´lectriques sur la structure de fac¸on
a` maximiser le coefficient de couplage e´lectrome´canique inde´pendamment du choix du shunt installe´
[2]. La deuxie`me e´tape concerne l’optimisation du circuit e´lectrique (inductance et re´sistance), cette
optimisation a fait l’objet de plusieurs e´tudes, notamment dans [4] [1] et ne sera pas examine´e ici. Le
travail pre´sente´ consiste dans un premier temps a` faire une mode´lisation e´lectrome´canique comple`te
par e´le´ments finis d’une structure e´quipe´e d’e´le´ments piezo-e´lectriques. Puis on e´tudie la sensibilite´ de
la re´ponse a` la position d’un e´le´ment pie´zo-e´lectrique par rapport a` la structure. Enfin on caracte´rise
l’amplitude de la re´ponse ale´atoire d’un point de la structure lorsque la position de l’e´le´ment piezo
varie de fac¸on ale´atoire selon une loi probabiliste donne´e.
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2 Formulation du proble`me e´lectrome´canique
Dans cette partie, on pre´sente rapidement la formulation variationnelle du proble`me e´lectro-me´canique
couple´, caracte´risant une structure e´lastique line´aire e´quipe´e de pastilles piezo-e´lectriques puis la for-
mulation e´le´ments finis du proble`me discre´tise´.
2.1 Hypothe`ses et formulation variationnelleI RA I F A E A IC R C RE I H IE E EC RIC A CHE241
Figure 1. Left: an elastic structure with two piezoelectric patches. Right: thept piezoelectric patch
submitted to the potential differenceV ( p), with its electrodes containing the free electric charges
Q( p) and ! Q( p) on their surface in contact with the patch.
2. The piezoelectric patches are thin, with a constant thickness, denotedh( p) for the pth patch,
smaller than its characteristic longitudinal length (see Figure 1).
3. The thickness of the electrodes is much smaller thanh( p) and is thus neglected.
4. The piezoelectric patches are polarized in their transverse direction (i.e. the direction normal
to the electrodes).
5. The piezoelectric patch materials are transverse isotropic, hence, they have the same mechan-
ical and electrical properties in any longitudinal direction.
6. No free charges are localized on the lateral boundary! ( p)0 of the piezoelectric patches.
7. The electric end effects for the piezoelectric patches are neglected.
8. The electric Þeld vector, of componentsEk, is normal to the electrodes and its intensity is
uniform in the piezoelectric patch, so that for allp" {1, . . . , P}:
Ek = !







nk in " ( p) (9)
whereV ( p) = ! ( p)+ ! !
( p)




! andnk is thekth
component of the normal unit vector to the surface of the electrodes (see Figure 1). In this
case, two main couplings can be obtained: a Ô33Õ coupling (between the transverse electric
Þeld and the stress/ strain components in the same direction) and a Ô31Õ coupling (between
the transverse electric Þeld and the membrane stresses/ trains). The present hypothesis is
justiÞed by hypotheses 2, 5 and 7.
9. The electric displacement vector of componentDi is neglected in the elastic domain" s, as
compared with its value in any of the piezoelectric patches" ( p). The justiÞcation of this
hypothesis will be discussed in Section 3.4. However, the electric Þeld in" s does not vanish,
in general.
Copyright 2009 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Numer. Meth. Engng2009; 80:235—268
DOI: 10.1002/nme
Figure 1 – Structure e´lastique avec deux e´le´ments piezo-e´lectriques
Une structure e´lastique, occupant un domaine Ωs, est e´quipe´e de P pastilles piezo-e´lectriques (fig. 1).
Chaque pastille a sa face infe´rieure et supe´rieure recouverte d’une e´lectrode tre`s fine. La p-ie`me pastille
(p ∈ {1, . . . P}) occupe un domaine Ω(p). Le domaine complet Ω est forme´ par l’union de Ωs et de
tous les domaines Ω(p). Le domaine Ω est soumis a` une densite´ volumique d’effort suppose´e connue
fdi et le bord ∂Ω du domaine est soumis a` des de´placements impose´s u
d
i sur une partie Γu et une
densite´ surfacique d’effort impose´ tdi sur la partie comple´mentaire Γt telle que ∂Ω = Γu ∪Γt. Quelques
hypothe`ses simplificatrices, permettant une formulation simplifie´e du proble`me tout en conservant un
grand domaine d’application, sont rappele´es ici :
– L’e´paisseur d’un e´le´ment pie´zo-´lectrique est co stante et plus faible que sa longueur caracte´ristique.
– L’e´paisseur de l’e´lectrode est ne´gligeable devant l’e´paisseur de la pastille.
– Les e´le´ments piezo-e´lectriques sont polarise´s dans la direction transverse (normale aux e´lectrodes),
souvent note´e ”3”. Cela induit un couplage avec la contrainte transverse note´e usuellement ”33” et
avec la contrainte longitudinale note´e usuellement ”31”. Par la suite, seul ce dernier couplage sera
pris en compte.
– Les e´le´ments piezo-e´lectriques sont isotropes dans les directions longitudinales.
– Aucune charge libre surfacique n’est pre´sente sur la surface late´rale Γ0. Les effets de bord du champ
e´lectrique aux extre´mite´s des e´le´ments sont ne´glige´s.











Apre`s une discre´tisation par e´le´ments finis du proble`me e´lectrome´canique, on obtient le syste`me ma-





















On note U le vecteur de de´placement nodal et V le vecteur des diffe´r nces d potentiel. Mm et Km
sont les matrices de masse et de rigidite´ de la structure me´canique avec les e´le´ments piezo-e´lectriques.
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Kc est la matrice de couplage e´lectrome´canique. Ke est la matrice diagonale des capacite´s des pastilles
piezo-e´lectriques, F et Q les vecteurs des efforts me´caniques exte´rieurs et des charges contenues dans




























Dans les deux cas particuliers suivants, court-circuit (V = 0) ou circuit ouvert (Q = 0), on peut
re´duire le syste`me d’e´quations comme suit :
MmU¨ + KmU = F court-circuit, (4a)
MmU¨ + KˆmU = F circuit ouvert. (4b)
On peut remarquer que Kˆm repre´sente la matrice de raideur en circuit ouvert : l’effet du couplage






Les modes propres du syste`me en court-circuit sont les solutions de l’e´quation (4a), avec F = 0. Les
pulsations ωr et les modes propres Φr sont solutions de l’e´quation :
KmΦ− ω2MmΦ = 0 (5)





En inse´rant cette e´quation dans le syste`me d’e´quations (2) et en multipliant la partie me´canique par













k qk = Q
(p), ∀p ∈ {1, . . . , P} (7b)
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= ΦTr Kc et Fr = Φ
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r F
Le coefficient de couplage effectif caracte´rise l’e´change d’e´nergie entre les e´le´ments piezo-e´lectriques et






ωr et ωˆr sont les fre´quences propres en court-circuit et circuit ouvert du r-ie`me mode.
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Q(p) = Fr (10)
En circuit ouvert (Q(p) = 0,∀p), le proble`me s’e´crit :
q¨r + ωˆ
2
rqr = Fr (11)
En identifiant le terme facteur de qr dans les e´quations (11) et (10), on obtient une approximation de
la pulsation du r-ie`me mode en circuit ouvert, note´e ωˆr , a` condition que la troncature modale soit
valide :





















Le calcul du coefficient de couplage effectif keff,r de´pend de χ
(p)
r et donc des modes propres Φr et de
la matrice de couplage e´lectrome´canique Kc. Les modes propres sont calcule´s par un code e´le´ments
finis standard et la matrice de couplage fait l’objet d’un traitement spe´cifique.
2.2 Matrice de couplage e´lectrome´canique.
Une proce´dure en e´le´ments finis discre´tise la formulation variationnelle du proble`me e´lectrome´canique








eiklklnidΩ =⇒ δVTKTc U (14)
avec eikl le tenseur d’ordre 3 des constantes pie´zo-e´lectriques, kl le tenseur des de´formations. h
(p) et
Ω(p) sont respectivement l’e´paisseur et le volume de la p-ie`me pastille. On conside`re ici une pastille
plane dont la direction de polarisation, qui est aussi celle d’isotropie transverse, est confondue avec
l’axe 3 du repe`re global. Le calcul de Kc peut alors se faire directement dans le repe`re global du
syste`me. L’expression de la matrice de couplage e´le´mentaire pour le p-ie`me patch, en adoptant la







ou` B est l’ope´rateur gradient discre´tise´, Ω(e) le volume de l’e´le´ment et e = (e31, e32, e33, 0, 0, 0)
T .
3 Application a` une poutre encaste´e-libre
Afin de valider la me´thode de calcul de la matrice de couplage, on mode´lise une poutre encastre´e libre
(Fig. 2 et Tab. 1) munie de deux pastilles pie´zo-e´lectriques monte´es en se´rie, avec des e´le´ments finis
de poutre.
Les fre´quences propres et les coefficients de couplage (Tab. 2) sont compare´s a` ceux du mode`le
analytique issu de [3].
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Part  I Part II Part III









Figure 2 – poutre : 170x20x2 (mm), pastille piezo : 25x20x0.5 (mm)
Parame`tres poutre pastille pie´zo
Masse volumique ρb = 2800 kg/m
3 ρp = 8500 kg/m
3
Module d’Young Yb = 77 GPa Yp = 66.7 GPa
Coefficient de couplage mate´riau - kˆ31=0.4
Constante die´lectrique modifie´e - e33 = 2400 0
0 = 8.85.10
−12 F/m
Table 1 – parame`tres du syste`me e´tudie´
Parame`tres mode1 mode2 mode3
ana./EF ana./EF ana./EF
fr [Hz] 69.7/68.89 416.2/411.28 1107.5/1092.9
keff,r 0.1398/0.1408 0.1404/0.1407 0.1267/0.1266
Table 2 – Comparaison des fre´quences et coefficient de couplage pour les trois premiers modes
Dans la premie`re partie de cette e´tude, on cherche a` de´terminer la position optimale des e´le´ments
piezo-e´lectriques dans la poutre correspondant a` la valeur maximale du coefficient du couplage.
Pour nos calculs, on a utilise´ deux logiciels :
–  CAST3M  pour de´terminer les fre´quences et les modes propres.





























Figure 3 – A) algorithme de calcul B) variation du coefficient de couplage en fonction de la position
adimensionne´e de la pastille pour les 3 premiers modes propres
Le pilotage des calculs se fait par le langage  Shell  sur le syste`me d’exportation Unix, selon le
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she´ma de la figure 3-A.
On peut voir que, inde´pendamment du circuit e´lectrique associe´, on est capable de de´terminer la
position optimale du shunt dans la structure. Pour les trois premiers modes, on voit qu’ils partagent
tous une position optimale, qui est la position la plus proche de l’encastrement.
4 E´tude probabiliste
La position du patch x− est conside´re´e comme incertaine et mode´lise´e par une variable ale´atoire X− de
loi uniforme de support [x−min, x
−
max]. On s’inte´resse a` la de´termination de la variable ale´atoire Keff,2
repre´sentant le coefficient de couplage effectif pour le deuxie`me mode.
Les valeurs x−min = 0.35, x
−
max = 0.53 correspondent a` une position de la pastille autour d’un maximum
de keff,2 (Fig 3). On a effectue´ 10 000 tirages de Monte-Carlo selon la loi de X
− (Fig 4-A) et on a
trace´ l’histogramme de la re´ponse keff,2 correspondant (Fig 4-B). Dans ce cas particulier, on peut
tracer la fonction densite´ de probabilite´ de la re´ponse et comparer les deux re´sultats (Fig 4-B). La









Densité de probabilité X-









Densité de probabilité keff,2
Figure 4 – A) Densite´ de probabilite´ de X− B) Densite´ de probabilite´ de Keff,2
variable ale´atoire X− a e´te´ e´galement mode´lise´e par une loi Gamma et la de´termination de la loi de
Keff,2 a e´te´ faite en suivant la meˆme proce´dure. Les re´sultats sont comparables.
5 Conclusions
Ce premier travail permet d’obtenir un mode`le nume´rique d’une structure e´quipe´e d’e´le´ments piezo-
e´lectriques. Ce mode`le est utilise´ pour caracte´riser l’atte´nuation vibratoire de la re´ponse en fonction de
la position des e´le´ments piezo-e´lectriques. Cette position peut eˆtre incertaine et la variation ale´atoire
de la re´ponse est caracte´rise´e. La suite de ce travail va porter sur l’influence de la position de plusieurs
pastilles sur une structure de type plaque.
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